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�� 代数体の埋めこみ問題（用語の説明）

�� 基本的な定理（一般論）

�� �上の �拡大（Scholz-Reichardtの復習)

�� 分岐する素点の最少個数

�� 不分岐 �拡大の存在について
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� : 代数体, ��� : 有限次ガロア拡大

埋め込み問題 ����� ��

���������� ����

��� � � ��� � ��� 	

���� ������ ��� �

(� : アーベル)

定義 
 � ������ �� 	 hom.

(1) 
 : solution

����� � Æ 
 	 �

(2) 
 : proper solution

����� 
 � solution, onto
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注意 ��� � � �� � �� 	

��� ������ �� �
(1) ��� : split � solvable (i.e. solutionを持つ)

(2) �proper solution

�� �
���� : ガロア拡大 s.t.

�� ������� ������� ������� �
は ���と一致

�
�

�
�

�



	

�

(3) 
 : solution, � � �の素点の有限集合

� Ker 
に対応する体も solutionとよぶ

�対応する体が �上 � の外で不分岐な時, 
は� の外
で不分岐であるという
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� : 奇素数, ��� : �拡大

��� � �� ����� 	 � ������ � � 中心拡大

定理A（local-global principle）

������� ��� : solvable for all �� ����� �� : solvable

定理B ��� �不分岐� ����� �� : solvable
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� : 奇素数, ��� : �拡大

��� � �� ����� 	 � ������ � � 中心拡大

定理A（local-global principle）

������� ��� : solvable for all �� ����� �� : solvable

定理B ��� �不分岐� ����� �� : solvable

記号 � � �の素点の有限集合

����� 	 �� 	 �x 
 ��� 	 �
� ���� � � 	 ��
� ��� 	 ���

定理C � � ��������� ����� 	 �x�

����� �� : solvable

� � の外で不分岐な solutionがある
注：� 	 �のとき ����� 	 �x� for ��
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定理D (Scholz-Reichardt) � �奇素数

� � � �-群, ���� s.t. ������ 
	 �

アイディア

� 	 �� � �� � �	 � � � � � �� 	 ���

� � ��� �����
�

	 ����

次を示す

����� s.t.

� ������� 
	 ����

� ��� � � � ����� ����
� � �������� �

に対する埋め込み問題が solvable
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定義 �拡大���が � -Scholzであるとは
def�� すべての � 	 ��������に対して

(1) � � � 
�� �� , (2) �	 	 �	 （惰性群	分解群）
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定義 �拡大���が � -Scholzであるとは
def�� すべての � 	 ��������に対して

(1) � � � 
�� �� , (2) �	 	 �	 （惰性群	分解群）

定理E ��� � � � ����� 	 � ������� �

��� : � -Scholz, exp�	� � ��

� ����� �� : solvable
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定義 �拡大���が � -Scholzであるとは
def�� すべての � 	 ��������に対して

(1) � � � 
�� �� , (2) �	 	 �	 （惰性群	分解群）

定理E ��� � � � ����� 	 � ������� �

��� : � -Scholz, exp�	� � ��

� ����� �� : solvable

��� �	��	 : cyclic for all �

��	� � � � ����� 		 � ���	��	�� �

		 � split or cyclic � ��	��	� �	� : solvable

� ����� �� : solvable
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Scholz-Reichardtの手法

��� : � -Scholz, � 	 ��������

��� � �� ����� 	 � ������ � � ; exp�	� � ��
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Scholz-Reichardtの手法

��� : � -Scholz, � 	 ��������

��� � �� ����� 	 � ������ � � ; exp�	� � ��

����� �� : solvable ( �定理E )

� � の外で不分岐な solution 
���を持つ
( � ����� 	 �

x�, 定理C )

� � 
���は Scholz拡大とは限らない ��
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Scholz-Reichardtの手法

��� : � -Scholz, � 	 ��������

��� � �� ����� 	 � ������ � � ; exp�	� � ��

����� �� : solvable ( �定理E )

� � の外で不分岐な solution 
���を持つ
( � ����� 	 �

x�, 定理C )

� � 
���は Scholz拡大とは限らない ��

� � -Scholz solution 
��で


����
���
 � 
��������

 �

をみたすものを持つ

�
�

�

�
�

�
�

�
�


�

�次 cyclic




�������

�������

�����

�����
�������

�����
��
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記号 � : �群に対して

���
��� 	 
��
�


��������

��� ��� tamely ramified

������ 
	 �

�

���� 	 rank����� ��
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記号 � : �群に対して

���
��� 	 
��
�


��������

��� ��� tamely ramified

������ 
	 �

�

���� 	 rank����� ��

知られていること 
�
 	 ��とする
(1) Scholz-Reichardt : ���� � ���
��� � �

� Cueto-Hernández, Villa-Salvador(2000) :

���
��� 	 ����
(2) Plans(2004) : �のミスの指摘と (1)の改良
(3) Nomura(2007) : (2)のささやかな改良と


�
 � �� � ���
��� 	 ����
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問題 � � �群

���� ��� s.t. ���は不分岐� ������ 
	 �
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問題 � � �群

���� ��� s.t. ���は不分岐� ������ 
	 �

知られていること
Fröhlich

�� 	 �� ��� �� s.t. ���不分岐� ������ 
	 ��

Ozaki

���� � �の最大不分岐 �拡大

�� � �群, �� s.t. ��������� 
	 �
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問題 � � �群

���� ��� s.t. ���は不分岐� ������ 
	 �

知られていること
Fröhlich

�� 	 �� ��� �� s.t. ���不分岐� ������ 
	 ��

Ozaki

���� � �の最大不分岐 �拡大

�� � �群, �� s.t. ��������� 
	 �

注：Ozaki氏の手法だと �が大きくなってしまう
やりたいこと

� �を小さくしたい � �を構成したい



�� 不分岐 �拡大の存在について

11 / 20

定理 1 �� � �群,

����� �初等アーベル �拡大� ���� �不分岐
s.t. ������ 
	 �

注：�は理論的には構成できる
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定理 1 �� � �群,

����� �初等アーベル �拡大� ���� �不分岐
s.t. ������ 
	 �

注：�は理論的には構成できる

補題 2
(1) ��� �不分岐 �拡大,
(2) ����� 	 �x�,
(3) ��� � � � ����� 	 � ������� �

は分裂しない中心拡大

� ����� ��は � の外で不分岐な proper solution
を持つ
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（定理 1の証明：概略）

� � �� 	 ����� �� � �	 � �
 � � � � � �� 	 ���

� � ��, �����
�

	 ���� �� � ��

� � ����

	 ������� � � 	 ���� � �のランク

� � � �����
� � ����
� � ���� � �

は分裂しない中心拡大
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（定理 1の証明：概略）

� � �� 	 ����� �� � �	 � �
 � � � � � �� 	 ���

� � ��, �����
�

	 ���� �� � ��

� � ����

	 ������� � � 	 ���� � �のランク

� � � �����
� � ����
� � ���� � �

は分裂しない中心拡大

方針：����� ���	� ���
� � � � をガロア群に持つよ
うな不分岐拡大を順に構成する
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（定理 1の証明：概略）

� � �� 	 ����� �� � �	 � �
 � � � � � �� 	 ���

� � ��, �����
�

	 ���� �� � ��

� � ����

	 ������� � � 	 ���� � �のランク

� � � �����
� � ����
� � ���� � �

は分裂しない中心拡大

方針：����� ���	� ���
� � � � をガロア群に持つよ
うな不分岐拡大を順に構成する

Step 1 : genus theoryより

����� � �次巡回拡大, ������ �不分岐
s.t. �������� 
	 ����
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Step 2 : ��� � � � ����� ���	 � �������� � �

�� � ��の素点の有限集合 s.t.
(1) ������ 	 �x

�
� (2) ���� � � 
�� � for �� 	 �

(3) � ������������ 	 �
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Step 2 : ��� � � � ����� ���	 � �������� � �

�� � ��の素点の有限集合 s.t.
(1) ������ 	 �x

�
� (2) ���� � � 
�� � for �� 	 �

(3) � ������������ 	 �

補題 2より

�
������ガロア拡大 s.t.

� ��
���� 
	 ���	

� 
���は � の外で不分岐
�

�
�

��

��




不分岐

�の外不分岐
�����������

�������
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Step 2 : ��� � � � ����� ���	 � �������� � �

�� � ��の素点の有限集合 s.t.
(1) ������ 	 �x

�
� (2) ���� � � 
�� � for �� 	 �

(3) � ������������ 	 �

補題 2より

�
������ガロア拡大 s.t.

� ��
���� 
	 ���	

� 
���は � の外で不分岐
�

�
�

��

��




不分岐

�の外不分岐
�����������

�������

� 	 � とする

���� � �拡大だから ���� 	 ��
� � � � � � � 
�� �

����� � �次巡回拡大 s.t. � � 	 �
�は分岐
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� 	 � の分岐の様子

� : ramified

�� : unramified

�
�

�

�
�

�

�
�

��

��




�

���


�

�

���
���

�

�
��

� or ��

��

�� �����������

�������

�������

�������
�������

�����������

�������

�������

�������
�������

� � �だから � �不分岐 in 
�����

� 
����� �不分岐� ��
����� � 
	 ���	
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� 	 � の分岐の様子

� : ramified

�� : unramified

�
�

�

�
�

�

�
�

��

��




�

���


�

�

���
���

�

�
��

� or ��

��

�� �����������

�������

�������

�������
�������

�����������

�������

�������

�������
�������

� � �だから � �不分岐 in 
�����

� 
����� �不分岐� ��
����� � 
	 ���	

同様の操作を繰り返せば良い （証明終）



�� 不分岐 �拡大の存在について

15 / 20

� 	 �����に対して, 定理 1を適用し証明に注意すれ
ば次を得る

系 3

��, �����ガロア拡大
s.t. ������ 
	 �������� ����� � � �
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� 	 �����に対して, 定理 1を適用し証明に注意すれ
ば次を得る

系 3

��, �����ガロア拡大
s.t. ������ 
	 �������� ����� � � �

質問

����� � �次巡回拡大 s.t. ����� � � �
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御清聴ありがとうございました
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質問 ����� � �次巡回拡大 s.t. ����� � � �
すぐわかること � � �

�� ��� � �次巡回拡大 s.t. � ���� 
	 �����
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質問 ����� � �次巡回拡大 s.t. ����� � � �
すぐわかること � � �

�� ��� � �次巡回拡大 s.t. � ���� 
	 �����

���存在したとすると

�
���� s.t. 
�� : 不分岐 �	次巡回拡大

このとき, ��
���は

� 位数 �
の非アーベル群

� ���	�を部分群に持つ

� 位数 �の元で生成される
しかし, このような群は存在しない
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��� � �次巡回拡大 s.t. 
��������
 � �

� � �の素点の有限集合 s.t.
(1) ����� 	 �x� (2) ���� � � 
�� � for �� 	 �

(3) � ���������� 	 �

��� � �次巡回拡大 s.t. � � 	 �
�は分岐
このとき

� ������� 
	 ������	

� ���	� � � �


�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
��

�

���	������

�����

�����

�����
�����

�����

�����

�����
�����

�����
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����� 	 �� 	 �x 
 ��� 	 �
� ���� � � 	 ��
� ��� 	 ���

� �	 ����� 	 �� 	 �x 
 ��� 	 �
� ���� �

� �	 ��!��� 
 �	 �� �
�

��� 	 ��

� � �の素点, �� � 
への延長��
���

��

	
� � 	 �



	 ��
��� � ����� 	 �x�

��� " 	 ����� " �	 �x�とする.

�
� 	 � は�� �

�
"��� で完全分解する.

�
�

�

�
�

�

�� �
�

"�



������

���������
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